OPCION A

2 4 3)\x) (0
1A.- (3 puntos) (a) (1,5 puntos) Resuelva el sistema: |2 2 2| y|=|0].
1 3 2)lz) |0
111
(b) (1,5 puntos) Sabiendo que el determinante de la matriz A siguiente: |a b c¢ | es 4, es decir [A] = 4,
Xy z
2 3atk x+5
determine el determinante de la matriz B que aparece a continuacion: | 2 3b+k y+5].
2 3ctk z+5
Solucién
a)
2 4 3)\(x) (0
Resuelva el sistema: (2 2 2|y |=|0|.
1 3 2)lz) \O

El sistema es homogéneo, por tanto sélo necesitamos la matriz de los coeficientes A =

R NN
wWw N b
N N W

2 4 3F-2F, |0 -2 -
EnAcomo |[A|=1|2 2 2|F-2F,=|0 -4 -2| =0, por tener dos filas proporcionales, luego rango(A) < 3.
13 2 1 3 2

4
En A como ) =4-8=-4%0,rango(A) =2,y

por el Teorema de Rouche el sistema es compatible e indeterminado  y tiene mas de una solucion, en
nuestro caso infinitas.

X+y + z=0 +y + z2=0
y {X y*z .Tomandoy=m0OR

Tomamos la segunda y tercer ecuacion: =
x+3y+2z=0(E,-E)) +2y+2z=0

tenemos z = - 2m, y de “x + (m) + (-2m) = 0, x = m, luego la solucién del sistema es (x,y,z) = (m, m, -2m)

cony=m [OR.
(b)
111
Sabiendo que el determinante de la matriz A siguiente: |a b c | es 4, es decir |A| = 4, determine el
Xy z
2 3atk x+5
determinante de la matriz B que aparece a continuacion: | 2 3b+k y+5|.
2 3ctk z+5
2 3atk x+5 2 2 2 1 1 1
IB| = [2 3b+k y+5|={i}= [3a+k 3b+k 3c+k|={i}=2(3a+k 3b+k 3c+k|={ii, F,-5F}=
2 3ctk z+5 xt5 y+5 z+5 xt5 y+5 z+5
1 1 1 1 1 1 111 111 111
=2(3a+k 3b+k 3c+kl={v}=2{3a 3b 3¢+2{k k K{i}=23{a b d+2k{l 1 1qv}=
X y z X y z Xy z Xy z Xy z

= 6:|A| + 2k-(0) = 24.

(i) EI determinante de una matriz coincide con el determinante de su matriz traspuesta.

(i) Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un nimero, dicho nimero sale fuera multiplicando
a todo el determinante.

(iii) Si intercambiamos entre si dos filas (columnas) de un determinante el determinante cambia de signo.



(iv) Si a una fila (columna) se le suma otra multiplicada por un nimero el determinante no varia.

(v) Si una fila (columna) un determinante es suma de dos sumandos, dicho determinante se puede descomponer en
suma de dos determinantes colocando en dicha fila (columna) el primer y segundo sumando respectivamente.

(vi) Si un determinante tiene dos filas iguales o proporcionales, dicho determinante vale 0.

2A.- (1,5 puntos) (a) (0,5 puntos) Dados los vectores u = (1, 2,1),v= (2,1,1) y w = (0, 2, 1), determine
el volumen del paralelepipedo que definen esos tres vectores.

. s . _ +1 +2 -X+y+2z-4=0
(b) (2 punto) Determine la posicién relativa de las rectas r y s siguientes: r:X—:X:Z—, S: y .
4 6 1 X+2y+z-5=0
Solucion
(a)

Dados los vectoresu = (1, 2,1),v= (2,1,1) y w =(0, 2, 1), determine el volumen del paralelepipedo que
definen esos tres vectores.

Sabemos que el volumen de un paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores
que lo determinan con un origen comun, es decir:

Volumen=|[u,v,w]|=]-1]u®=1us
1 2 1 2 1|Adjuntos
Porque [u,v,w]=12 1 1F,-2F =0 -3 -1 primera =1(-3+2)-0+0 =-1.
0 2 0 2 1jcolumna
(b)
. . - +1 +2 X+y+2z-4=0
Determine la posicion relativa de las rectas r y s siguientes: r: X =YY=z , S y .
4 6 1 X+2y+z-5=0

De larecta r un punto es el A(-1, 0, -2) y un vector el u = (4, 6, 1)

" . X+y+2z-4=0 ([-x+y+2z-4=0
Ponemos larecta s en paramétricas. Sumando las ecuaciones s: = , de
X+2y+2z-5=0 3y +3z-9=0
dondey+z=3,tomandoz=mOR tenemosy=3-m,yde“x+2(3-m)+(m)-5=0,x=-1+m,es
X=-1+m
decir s=qy=3-m y=m0OR. Unpunto de larecta s es B(-1, 3, 0) y un vector director de la recta s es
zZ =m
v=(1,-1,1).
Observamos que los vectores u y v no son proporcionales, por tanto las rectas se cortan o se cruzan.
Tenemos AB = (0, 3, 2)
Si det(AB,u,v) = 0, las rectas se cortan. Sidet(AB,u,v) # 0, las rectas se cruzan.
0 3 2 0 3 2|Adjuntos
Como det(AB,u,v) = |4 6 1F,-4F,=0 10 -3|primera =0-0+ 1-(-9-20) =-29 # 0, luego las rectas se
1 11 1 -1 1|columna
cruzan .
2
-3x +
3A.- (4 puntos) (a) (2,5 puntos) Considere la funcién: f(x) = LX13
X -

a.1l) (1 punto) Determine las asintotas de la funcién f(x).
a.2) (1'5 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los minimos y maximos
relativos de la funcion f(x).

(b) (1,5 puntos) Calcule la siguiente integral: j%dx
X°+ X -

Solucién
(@)
2
Considere la funcién: f(x) = LX;S
X -
(a.1)

Determine las asintotas de la funcién f(x).



Sabemos que x = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si limf(x) = co.
X-a

2
- +
Como Iirrl1 f(x) = Iinl1 LX13 = 0% =+, larectax =1esunaA.V. de la gréfica de f(x)
X -1+ X -1+ X -
L .. x*-3x+3 _ 1
Posiciéon relativa lm ——— — = — =-
x-1-  x-1 0}

Como la funcién f es un cociente de funciones polindmicas, con el grado del numerador una unidad mas
gue el grado del denominador, f(x) tiene una asintota oblicua (A.O.) de laforma y=mx+n con
m = lim (mj y n=lim (f(x) - mx), y es la misma en +w y en -o. Como hay A.O en + «, f no tiene
X - 00 X X — 00
asintotas horizontales (A.H.) en oo,

También se puede calcular la A.O. dividiendo numerador entre denominador y la A.O. es el cociente de la
division entera.
Lo vamos a realizar por division

x2-3x+3 x-1
-X2 +x X-2
0 -2x+3
+2X-2
1

LaAO.def(x)esy=x-2en *oo.
Veamoslo también con limites.

2 2 2
m = lim @ = lim M = lim m = lim X - Iim(1/12) =1
X - 00 X X - 00 X'(X- 1) X - 00 X2 'X) X - 2 X 00

2_ 2_ _y?2 _ _
n = lim (f(x) - mx) = Iim[% -x)]: “m(x 3x+31x +x]: Iim[ 2x+13J: "m(gj: jm (-2) = -2
X - 00 X — 00 X- X — 00 X_

Efectivamente la A.O. de f(x) eray = x-2 en % o,
x*-3x+3
1

Como lim

X - +00

- (x- 2)} =0", f(x) esta por encima de la A.O. en + « (le damos a x el valor + 100)

Como lim

X - —00

(xz- 3x+3

-(x- 2)} =07, f(x) esta por debajo de la A.O. en - « (le damos a x el valor - 100)

Cémo en este caso existe A.O. no hay asintotas hori  zontales (A.H.)
(a.2)
Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los minimos y maximos relativos de la funcién

f(x).
Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x)
) = x2-3x+3;f,(x) _ (@x-3)(x-1)- (x*-3x+3)1_ 2%’ -2x-3x+3-x"+3x-3 _ x*- 2x .

x-1 (x- 1) (x- 1) (x- 1)
Sif‘(x)=0 - x2-2x=0=x-(x-2),dedonde x=0 y x =2, que seran los posibles extremos relativos.
Como f ‘(-1) = 3/(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/') en (-, 0).

Como f (0'5) = -0'75/(+) < 0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\.) en (0, 2) - {1}.

Como f “(3) = 3/(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/') en (2, +m).

Por definicion en x = 0 hay un méximo relativo que vale f(0) = -3.
Por definicion en x = 2 hay un minimo relativo que vale f(2) = 1.

(b)
Calcule la siguiente integral: J.Zde
X+ X-2

IZJ‘ 9-dx _J' 9-dx

> = {Integral racional} = .[Adx + jidx = Arn|x-1] + B:In|x+2| + K = {+++} =
X+ x-2 Y (x-1)(x+2) x-1 X+2



= 3 In|x-1] - 3-Injx+2| +K = 3-|n(x;1j +K.
X+2
{+++} Calculamos Ay B
9 _ A+ B _ A (x+2)+B(x-1)
(X-D)(x+2) x-1 x+2 (x-1)(x+2)

Igualando numeradores:

9 = A(x+2) + B(x-1). Sustituimos “x” por el valor de las raices del denominador.
Parax=1,9=A3) - A=3
Parax=-2,9=B(-3) - B=-3

4A.- (1’5 puntos) Se lanza 10 veces un dado equilibrado (es decir un dado donde todas sus caras tienen la
misma probabilidad de aparecer).
(a) (0,75 puntos) Determine la probabilidad de que salga un numero par en todos los lanzamientos.

(b) (0,75 puntos) Determine la probabilidad de que salga un nimero par exactamente en tres lanzamientos.
(NO es preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nimeros que la definen y sin hacer los célculos).

Solucién

(a)

Determine la probabilidad de que salga un nimero par en todos los lanzamientos.

Recordamos que si realizamos n veces (10) un experimento en el que podemos obtener éxito, F, con
probabilidad p ( p(F) = 3/6 = 1/2 = 0'5) y fracaso, FC, con probabilidad q (q=1-p =1- 0’5 = 0'5), diremos
gue estamos ante una distribucion binomial de parametros n y p, y lo representaremos por B(n;p) .

Es decir nuestra variable X sigue una binomial B(nh;p) = B(10; 0'5).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su funcién de probabilidad , viene dada por:

10
p(X = k) = (10 sobre k).0'5 *.0'5(10k = ( ) j .0'5%. 0’510k

** (n sobre k) = (:j = (n!)/(k!.(n-k)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k*“

10 !
En nuestro caso piden p(X = 10) = -0'5%.0'57 = 1ot -0'5%.0’'57 = 1-0'5%° = 1/1024.
10 10!-0!
(b)
Determine la probabilidad de que salga un nimero par exactamente en tres lanzamientos.
10 ! .0.
En nuestro caso piden p(X = 3) = -0'5%.057 = 1ot 0’510 = 1098 -0’5%0 = 120/1024 = 15/128.
3 317! 321
OPCION B
010 1 11
1B.- (3 puntos) (a) (1,5 puntos) Dadas las matrices el sistema: A=|1 0 0|, y B=[1 -1 0
0 0 1 2 0 2

encuentre la matriz X, de dimensién 3x3, que resuelve la ecuaciéon matricial: AX + B = A2,
(b) (1,5 puntos) Determine el rango de la matriz C siguiente segun los diferentes valores del parametro k

2 13
C={4 2 k|.
k k 1
Solucion
(a)
010 111
Dadas las matrices el sistema: A={1 0 0|, y B=|1 -1 0| encuentre la matriz X, de dimensién 3x3,
0 01 2 0 2

gue resuelve la ecuacion matricial: AX + B = A2



0 1 O]Adjuntos .
Como|A|=|1 0 Of tercera =0-0+ 1(0-1) =-1 # 0, existe la matriz inversa A™ = m-Adj(At ).
0 0 1 fila

De AX + B = A2, tenemos AX = A? — B y multiplicando por la izquierda por A1 - A1.AX=AL.A2-ALB,es
decir I'X=1.A-ALB - X=A-ALB.

0 10 0 -1 0 0 -1 0 0 10
Tenemos A|=-1, A'=|1 0 OJ, Adj(AY)=|-1 0 O ,A'lzﬁ-Adj(At):_—ll- -1 0 0|=|1 0 0.
0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 01
0 1 0)(1 .11 2 10
AlB=|1 0 0}{1 -1 051 -1 1
00 1)l2 0 2)(2 0 2
0 1 0)(1 -10) (-1 2
LuegoX=A-A%B=(1 0 0|1 -1 1|={0 1 -1
0 0 1){2 0 2)|-2 0 -1
(b)
2 13
Determine el rango de la matriz C siguiente segun los diferentes valores del pardmetro k: C=|4 2 k|.
k k 1
2 1 3 113 1 1 3 |Adjuntos
Tenemos [C|=|4 2 Kk|C,-C,=1|2 2 Kk|F,-2F=|0 0 k-6/segunda= - +0-(k-6)(k) = k-(6 — k).
k k 1 0 k 1 0 k 1 fila
De |C| =0, tenemos k-(6 —k) =0, de donde k=0 y k =6.
Si k#0 y k #£6, tenemos |C| #0 y rango(C) = 3.
2 1 3
Sik=0,C=(4 2 O ,comoi 3‘:0—6:—6¢0,tenemosrango(C):2.
0 01
2 13
Sik=6,C=(4 2 6 ,comoz ;I:2—6:-4¢0,tenemosrango(C):2.
6 6 1
. . X+y+z=2 ,
2B.- (1,5 puntos) Determine el valor de los parametros m y n que hacen que la recta : r:{ , esté
2x+3y+z=3

contenida en el plano: T: mx +y + nz = 4.
Solucién

Si la recta esta contenida en el plano dos puntos A y B de la recta deben de verificar la ecuacion del plano.

X+y+z =2 {x+y+z=2

Ponemos la recta r en forma paramétrica r:{ = .Tomandoy=m OR

2x+3y +z =3 (E2-E1) |x + 2y =1
Xx=1-2m
tenemosx=1-2m,yde “(1-2m)+(m)+z=2, z=1+m, esdecir s=qy= m con m 0 R. Un punto
z=1+m

de larecta r es A(1, 0, 1) y otro B(-1, 1, 0), tomando m = 1.
Como AT - m(1)+@0)+n(1)=4 - m+n=4.
ComoBOm - m(-1))+(1)+n(0)=4 - -m+1=4,dedondem=-3 y n=7.

3+x?

(x2+1 _ x3—x2—x+2J x

3B.- (4 puntos) (a) (1,5 puntos) Calcule el limite: lim

X - 00

X x2



(b) (1,5 puntos) De entre todos los triangulos rectangulos que tiene un area de 1 cm?, determine el que tiene
la hipotenusa de longitud minima y proporcione las longitudes de los tres lados de ese triangulo
(c) (1 punto) Calcule el area limitada por la curva f(x) = x>+ x y larecta y=x+ 4.

Solucién

(@)

3+x2

x*+1 X3 -xz-x+2j X

X x?

X — 00

Calcule el limite: Iim(

C[(x*+1 xP-xP-x+2 P XX (X x+2)) L (K HR-X R+ -2
Base: lim - . ={o — oo} = lim - = lim - =
x| X X X X X X
3 2 3
= lim (Lj‘zj = Iim[x—3 =1,
X — 00 X X — 00 X
2 2
Exponente: lim (3+X ] = lim X—J = [im (x) = .
X — 00 X X — 00 X X — 00

3+x2

Tenemos lim

X — 00

2

X241 x3-x-x+2
X X

X
J =1", que es una indeterminacion del nimero “e”.

2 3+x2

3 2 = i 34x2 x3+2x2»2_l i 3+x2 (x4 2x%-2 -8
(x+2x—2]X _ex'E*LT'ixa _eXL"lT' e

30
(X241 xB-xPex+2) x )
lim - =lim

X — 00

3 = =

X X2 X

lim [ﬁ][&sz) |im[7zxd - 6) |im[¥]
S AN S ="\ ¥/ =2
(b)
De entre todos los triangulos rectangulos que tiene un area de 1 cm?, determine el que tiene la hipotenusa
de longitud minima y proporcione las longitudes de los tres lados de ese triangulo
€

X — 00

m — 2 2

Por el teorema de Pitagoras sabemos que h? = y2 + x*, de donde h= +m (es positiva por ser longitud)
— 2 2

Funcion a optimizar: h(x,y) = +m

Relacion: Area = 1 = (1/2)x-y, de donde y = 2/x, luego la funcion a optimizar es:

4
h(x) = +xC+ @) =+, |4

X
1 4 x-2x (X +4) _ 1 2 - 8x _ 1 2x-(X - 4)

4 4 4

x*+ 4 X x*+4 X x*+ 4 X
2: 5 2: 5 2 5
X X X

De h ‘(x) = 0, tenemos 2x°> — 8x = 0 = 2x-(x* — 4), de donde x = 0 (no sirve, pues no hay triangulo) y x?-4=0,

h'(x) =

— — 44 — . . L, .
de donde X = +¥4= 2= +2 , como x es una longitud solo sirve x = +V(2) 01’414, que seré el posible
extremo relativo.

Como h'(1) = 2((1) 4) = %< 0, h(x) es estrictamente decreciente (\.) en (0, V(2)).
Como h*(2) = 4(16-4) ﬁ> 0, h(h) es estrictamente creciente (/‘) en (V(2), +)..

(+) )
Por definicion x = V(2) es un minimo relativo.
Las longitudes de los tres lados del triangulo son:



Base = x = V(2) cm, altura=y =2/ V(2) =V(2) cm y diagonal =h = V[ (V(2))? + (V(2))?] cm = V(4) cm =
= 2 cm, es decir es un triangulo rectangulo is6scel  es.
(€)

Calcule el area limitada por la curva f(x) =x2+x y larecta y=x + 4.

La gréfica de f(x) = x2 + x es la de una parabola asi (1) porque el nimero que multiplica a 2 es positiva y
abscisa del vértice enf‘(x) =2x +1 =0, x = -1/2.

La graficade y=x+4 eslade una recta, con dos puntos es suficiente.

Cortes entre ellas: f(x) = x2 + x =y, de donde X2+ x = x + 4, es decir X2 = 4 y x = +V(4) = +2 (estos son los
limites de integracioén). Los puntos de corte son (-2, 2) y (2, 6).

Un esbozo de su grafica es:

Luego el area es:

Area = J_z(x+4-(x2+x))dx = J_z(4 -x2)dx = {4x - );—3} =[(8-8/3)-(-8—(-8/3)]u2=(16- 16/3)u? =

=32/3u? 01066667 u?.

4B.- (1,5 puntos) (a) (0,75 puntos) En una clase de 20 alumnos, 10 estudian ruso, 12 practican algan
deporte y tan solo 2 hacen ambas cosas. ¢Cual es la probabilidad de que, al escoger un alumno al azar, si
estudia ruso, practique algin deporte?

(b) (0,75 puntos) Un tirador de pistola olimpica, tiene una probabilidad de 0,8 de hacer blanco. Si dispara
12 veces, ¢.cudl es la probabilidad de que haga 10 o mas blancos?

(NO es preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nimeros que la definen y sin hacer los célculos).
Solucion

(@)

En una clase de 20 alumnos, 10 estudian ruso, 12 practican algun deporte y tan solo 2 hacen ambas cosas.
¢, Cudl es la probabilidad de que, al escoger un alumno al azar, si estudia ruso, practique algun deporte?

Sean los sucesos A = "estudiar ruso” y B = “practicar deporte”.

Nos dan p(A) = 10/20 = 0’5, p(B) = 12/20 = 0’6, p(ruso y deporte) = p(AnB) = 2/20 = 0'1.

Me estan pidiendo p(practique deporte si estudia ruso) = p(B/A) = % =01/05=1/5=072.
p
(b)

Un tirador de pistola olimpica, tiene una probabilidad de 0,8 de hacer blanco. Si dispara 12 veces, ¢ cual
es la probabilidad de que haga 10 o mas blancos?

Recordamos que si realizamos n veces (12) un experimento en el que podemos obtener éxito, F, con
probabilidad p ( p(F) = 0'8) y fracaso, FC, con probabilidad g (q=1—-p =1 -08 = 0'2), diremos que
estamos ante una distribucion binomial de pardmetros n y p, y lo representaremos por B(n;p) .

Es decir nuestra variable X sigue una binomial B(n;p) = B(12; 0'8).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su funcién de probabilidad , viene dada por:



12
p(X = k) = (12 sobre k).0'8 *.02(124) = ( . j .0'8k.02024)
** (n sobre k) = (:j = (n!)/(k!.(n-k)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k*“

12 12 12
En nuestro caso piden p(X = 10) = (10) -0'810.0'22 + (11} 0811021 + (12} -0'812.02°=

| | |
12 pgu.goe s 12 ggigor 4 12 ggie.g00 - 66.0'810.027 + 12081021 + 1.0'812.0'20 =
10!-2! 12011 12!1-0!
[0'5583457.



